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SISTEMAS EN CONTACTO CON UN BANO TERMICO

Podemos pensar a nuestro sistema (S) y el baifno térmico (B) a temperatura T como los subsistemas de
un sistema aislado separados por una pared diatérmica, rigida e impermeable, E = E; + Ej

Q(E, V,n) = Q(E)Qg(Ep),
donde simplificamos la notacion ya que los volumenes y numeros de particulas no se modifican.

Q(E) = Qg(E)Q(E —E5)

La probabilidad P, de que el sistema este en un microestado i con E, es proporcional a (3;(E,). Pero
esta probabilidad también se puede asociar con la probabilidad del sistema total donde mi sistema

esta eni:
P;(E) o< Qs(E)Qg(E —E))
Dado que el sistema esta en un determinado microestado con energia E;, Qq(E,) =1

Pi(E) o« Qg(E —E))



SISTEMAS EN CONTACTO CON UN BANO TERMICO:

Dado que el bafio térmico es un sistema muy grande, E; < E, = E, podemos desarrollar su entropia en
serie a primer orden con respecto a E; = O:

o(kgInQ (E—E))| 4(E-E) o

$5(E = E) = ky In 0, () + ——— =2 op Fit

E;=0
0(kgInQ_ (E
( B B( )) Ei 4.
)]
Reemplazando: Sg(E — E;) = kgInQ(E — E;) =kgInQ,(E) — %Ei + -

1
oIn Qp(E-E) — eln Qp(E)—goTEi

_Ei
QO (E—E)=Q,(E)e ksT = P,(E) o e Ei/ksT
La exponencial es el factor de Boltzmann, y nos dice que todos los estados con energia E|; tienen la
misma probabilidad. De esta forma, si fijamos la energia todos los estados yacen en una hipersuperficie

de energia Ej;, pero si fijamos T pueden estar en cualquier hipersuperficie con una probabilidad
decreciente con E; y creciente con T.

Si tenemos g(E;) estados con E;, la P,(E) « g(E;) e Ei/kBT 3

Sp(E — E;) = kpInQ, (E) —




SISTEMAS EN CONTACTO CON UN BANO TERMICO:

Ej

Las probabilidades deben cumplir ¥}, P,(E) = CY,e k8T =1, a partir de esto definimos:
_ Ei

La funcion de particién candnica: Z(T,V,n) = };e *BT

_Ei
K
Y la probabilidad de un estado con energia E; para mi sistema : P.(E) = e ksl
' __Ei
Zi e ksT

Podemos extender al continuo y definir |la densidad de probabilidades y la funcidn de particion

canonicas:

_ H(qv.pv)
kpT 1 _H (gvazgv) 2 3
pc(Qv' pv) — Z(T, V, n) y Z(T) V, Tl) = ﬁj e B d C[d p



ENSAMBLE CANONICO

Los sistemas que lo componen tienen energias que no estan fijas a un valor, y asi ellos pueden ocupar
todo el espacio de fase.

Cada uno de los M sistemas del ensamble a un dado tiempo puede estar en alguna de las celdas en la
gue dividimos el espacio cumpliendo que los numeros de ocupacion de estas satisfagan:

M=Zni
l

La probabilidad que un microestado aparezca en el ensamble de los M sistemas es:
n;
p. = —

M

En el equilibrio se debe establecer un valor medio de la energia que llamaremos U:

e e
MU = EnE 3)



ENSAMBLE CANONICO =Sy o= g

La distribucion {n;} puede alcanzarse de diferentes formas.
Si w; es la probabilidad de encontrar un sistema del ensamble en |a celda i del espacio de fases, la

probabilidad de obtener una dada distribucion sera:

nj

w(tnp) = m | |25

il

i
Para encontrar la distribucién mas probable de nimeros de ocupacién {n;}*, consideramos que el
maximo de W ({n;}) da la misma distribucién que el maximo de InW ({n;}). Reescribiendo:

InW({n;}) = MinM — M — Z n;lnn; —n; — n;lnw;
i

La condicion de extremo establece que dln(W({nz‘})) = 0, lo que nos lleva a:

dinW({n;}) = =, (Inn; —Inw;)dn; =0,

pero los dn; no son independientes, y es un problema de extremos condicionados que
resolveremos con multiplicadores de Lagrange.



ENSAMBLE CANONICO

M = z n; MU= z n;E; dinW ({n;}) = —Z (Inn; —lnw;)dn; =0
i i i

Para esto, diferenciamos las condicione sobre los n; y las multiplicamos por un factor arbitrario:

A;dn; =0, -BY;Edn; =0 yrestando );(Inn;—Inw; —A1+PE;)dn; =0

Con esta propuesta podemos considerar los dn; independientes de modo que:
(Inn; —Inw; —A+ PE;) =0

Desde donde obtenemos que la distribucion buscada es: nf = w;eteFFi
Si todas las celdas tienen el mismo tamano, entonces las w; son iguales y podemos escribir:

p=lio wietet _ eTPh _ eTPH asociamos § = —
M Y wietePEi Yy e FE Z y kpT
_ E;j 1 _ H(qv,pv)
Pasando al continuoZ(T,V,N) = Y;e T =  Z(T,V,N) = hg—Nfe kT d3Nqgd3Np
_ ki _ H(qv.pv)
e kBT e kgT
y P;= = pc(qy,Dy) =

Z Z



RELACIONES CON LAS VARIABLES TERMODINAMICAS:

La entropia como un promedio en el ensamble:
S(T,V,n) = —kg(lnP;) oenelcontinuo = S(T,V,n) = —kg(lnp.(q,, v,))

En el caso continuo: S(T,V,n) = h%fpc(qv,pv)(—kB In(p.(qy, pv))) d3"qd3™p

H(:Qv:pv)
- Hlappy)
Reemplazando la densidad de estados p.(q,, p,) = ° ZB y operando:
kp H(qy, py) (H)
S(T,V,N) = WJ ACR D ( kZT —+InZ | d*"qd*"p = — + kpInZ

U
S(T,V,n) = 7+ kglnZ

Obtenemos una relacion entre Z y la energia libre de Helmholtz que es el potencial candnico:

F=U-TS = —kgTIn(Z(T,V,n))



RELACIONES CON LAS VARIABLES TERMODINAMICAS:
F=U-TS=-kgTIn(Z(T,V,N))

d(kgInz) kga(X;e PE)
g Z ap -

Derivando respeto de f3: — %BZL- E;je PEi = —k,U

_ d(In2)
ap

Para el caso de particulas indistinguibles, tenemos el factor de correccion de Gibbs n! para

U =

evaluar el numero de estados y esto implica incorporarlo en la funcion de particiony la
densidad de estados:

Zg
Zind(T: V’ N) — F y pcind — n!pcd

El dltimo caso se puede aplicar cuando el hamiltoniano es invariante al intercambio de
particulas, como en el caso de particulas no interactuantes.



PARTICULAS NO INTERACTUANTES:

El hamiltoniano de un sistema de n particulas no interactuantes se puede escribir como la
suma de los hamiltonianos de cada particula:

H(ql) d2, -, P1, P2 ) — z hi(qi' pl)

i=1
Para particulas distinguibles la funcion de particion canodnica:

1 H(qy.py) 1 _hi(qv.pv)
Z4(T,V,n) =ﬁfe - kBT ({3nqd3np = h3”l_[fe kT d3q;d>p;

Z4(T,V,n) =Z(T,V,1)"

Para particulas indistinguibles agregamos el factor de Gibbs: Z;,4(T,V,n) = %Z(T, vV, 1)"
Similarmente, en el caso dlscreto

Zd(T;V;N):Ze kBT—l_IZe kBT_Zd(TV]-)n Y  Zing =

p

Z4(T,V, 1"
n!




PARTICULAS NO INTERACTUANTES:

_H(qv.pv) h1 ha __hn
kBT e kBT e kBT e kBT

Z(Tvm)  zZ(Tv1) zZ(TV,1) " Z(T,V,1)

La densidad de probabilidades del sistema: p; ;(qy, Py) = °

_H(qy.py) _hy hy Ry
kBT e kBT e kBT e kBT

=n!
Z(T,V,n) Z(r,v,yyz,v,1) Z(T,V,1)
p. es la probabilidad de encontrar al sistema de n particulas en un dado punto del espacio de fases del sistema,
(q,, p,) Yy es igual al producto de las probabilidades de encontrar la particula i en el estado (g, p;) del espacio de

Pcind (v, py) = n!

fases de una particula.

h(qipy) El nimero de particulas en un estado con energia E; que posee una
e_ kBT _kEiT
.. ) = ., ng(E;)e "B
pc;(qi, i) Z(T,V,1) degeneraciéon g(E;) es: n; = 9¢ li E;
Zie kpT

De esta forma, conectamos |la densidad en el espacio de una particula con la del espacio de fase del sistema de n
particulas no interactuantes. En un lenguaje de ensambles, como el microestado de cada particula es
independiente del resto, la podemos pensar como un sistema en si misma y al resto como un bafo térmico.
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EL GAS IDEAL EN EL ENSAMBLE CANONICO

H(qv,0v)
Zing(T,V,n) = hgnn'je kgT dBnquBnpv

md(TVn)—n'hml_[f e 2m dp

Usando:u = ./f/2mpydp = \/ﬂjmdu reescribimos la integral:
1

() [ e (54
B ) J A\ B

llegamos a la funcidn de particion:

— 3n
n 3n 27

4 1—[ Zmﬂ_V" 2mit\ 2
~ nlh3n B n!\ph?

i=1 N

Zi’l’ld (T) V) n)




EL GAS IDEAL EN EL ENSAMBLE CANONICO

3n
Vv (2mm\ 2
Zing(T,V,n) = T\ B2 y Usando F(T,V,n) = —kgTInZ
n
3n 3
B Vit (2mm\2 | 2mit \ 2 '
F(T,V,n) = —kgTIn T\ B2 = —kgTin\V % + kgT Inn!

Tomando el limite termodinamico y la aproximacion de Stirling:

w
w

F(T.V. 1) = —knT | —nl v (2 ) ) 2 Ceornl 14 ml Y (27E)?
(T,V,n) = —kgT\ —nlnn + n + nin Bhe = —Kpln T\ Bh?

Un camino alternativo es usar Z(T,V,1), ya que el gas ideal es un sistema de particulas no

3
_h(qv.pv) Vo3 o _Bpd

_ 1 —_—t £rv 2mi \2
interactuantes : Z(T,V,1) = ﬁf e kBT d3pd3q = s 1li=1 f_oo e 2m dp, =V (th)

3

Z. (T.V,n) = Zxy " _ v (Zmn

2 .
illegamos al mismo resultado!
ph?

n! n!



EL GAS IDEAL EN EL ENSAMBLE CANONICO

3 , 3
rm = tatn 141 (zm”kBT)ZD Zina (1,V,m) = 22 (222

n h? n! \ Bh?
Estos resultados ya los obtuvimos usando el microcandnico, esto es un ejempfo gue muestra la equivalencia
de los ensambles para determinar las propiedades de los sistemas bajo estudio.
Podemos hacer una conexién entre los ensambles si observamos que si existen g(E) estados con energia
entre £y E + AE, todos tendran el mismo factor de Boltzmann y por lo tanto la misma probabilidad. Lo que
nos lleva a que poder escribir a la funcién de particidén en funcién de la densidad de estados g(E):

1 _H(CIvrpv) N 3N 1 _E
Z(T,V,N) = h3_N_[e keT  d°Nq,d°"p, = ng(E)e keT dFE
Y la probabilidad de encontrar un dado sistema en el estado con energia entre E'y E + AE es:
E) __E_
ppyaE = 95 o g

El factor de Boltzmann, relacionado a un dado microestado, decae exponencialmente con la energia del
estado, ya que la misma crece como N. Por el otro, |la densidad de estados es una medida del tamafio de la
superficie energia, la cual a su vez crece exponencialmente con N. Asi, para alguna energia los dos efectos se
compensan, dando lugar a una probabilidad finita. Para una dada T, la energia donde eso ocurre
corresponde al minimo de la energia libre microcanoénica F = E — TS,,,.(E).



En un sistema clasico, cuyo hamiltoniano es cuadratico en M
variables del espacio de fases, es decir se expresa:

M

L 2

H(X;) = Z o &
i=1

Cada grado de libertad X; contribuye a la energia interna en
| : : e
ngT independientemente del valor especifico de «; éSe les

TEOREMA DE ocurren ejemplos de grados de libertad y valores de «;?

EQUIPARTICION T L,

2 2
DE I—A EN ERGlA donde M’es son los grados de libertad por particula

Apliguemos el teorema de equiparticion al analisis de los calores
especificos:
T dS 10U 1odnu| M kgn M

_ 2 2P 2T = —R
NOT|,  NOT| ~NOT| ~ 2 N 2

Cy

Para moléculas monoatdmicas tenemos 3 grados de libertad por
, , 3
molécula, M'=3y ¢, = ER 0




100

Traslacion

1000

Temperatura (K)

CALOR ESPECIFICO DE
UN GAS DIATOMICO

A temperatura ambiente se deben agregar a los
grados de libertad traslacionales los rotacionales,
sumando al hamiltoniano 2 términos cuadraticos
relacionados a las coordenadas angulares que
determinan la orientacion de las moléculas.

La energia interna agrega la contribucion de estos
L 5 , 5

términos, u = EkBT yM’=5. ¢, = ER

Cuando se activan los modos vibracionales se

incorporan dos términos cuadraticos por molécula
7 7
yu = —kBT yC, = —R.

_,_./_ —— -
El calor especifico.no-da mformaCIon

grados de Ilber%?d actjvos. —
A T e .
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CALOR ESPECIFICO EN SOLIDOS

Si pensamos en un material sélido y usamos equiparticion de |la energia para calcular el calor especifico,
tenemos que considerar n atomos como n osciladores tridimensionales armodnicos, cuyo hamiltoniano
tendra términos cuadraticos en las coordenadas y momentos.

6
u = EkBT = 3kBT y C‘U — 3kB
Esta descripcion no reproduce satisfactoriamente el comportamiento para bajas temperaturas, pues el
calor especifico de un solido debe anularse a medida que se reduce su temperatura.

A temperaturas altas los estados mas energéticos del oscilador se pueblan cada vez mas, de manera
qgue la correspondiente “distribucion de presencia” se hace cada vez mas parecida a la predicha por la
clasica. El comportamiento a altas temperaturas es la ley de Dulong y Petit.

Modelos alternativos son los modelos de Debye y Einstein que veremos en la proxima clase consideran
a los atomos como osciladores armdnicos cuanticos.



DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE EQUIPARTICION DE
LA ENERGIA

La funcion de particion de una particula:

1 M1 N
Z(T,V,1) = PE; j e PrPv@) 43 qd3p = B(X, M) j e "B Lizig®iXi g¥M

donde B(M, X) incluye la integracién de todos los grados de libertad que no estan incluidos en el
hamiltoniano y con M indicamos el numero de grados de libertad incluidos.

e _aiX? = 27
Z(T,V,1)=B(M,X)‘ U e 2 dX=B(M,X)‘ ‘ T
i=1 —® =1 l

2T
om(zrv, ) " (B (M, ) Tz \/%)
8 op

OZ’i‘illn\/ﬁ_Mk p
0B 2k

u =
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